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CAPITULO 1V

El problema didactico del reconocimiento
de los nUmeros irracionales
en educacion secundaria

Luis REINA
I.E.S. N°9-011 “Del Atuel” (Argentina)

MIGUEL R. WILHELMI
Universidad Publica de Navarra (Espafia)

Resumen

Se estudian algunas dificultades y conflictos que emergen del proceso de estudio de la nocién
de numero irracional en Educacién Secundaria. Se analizan dichas problematicas desde el
enfoque ontolégico y semiético del conocimiento y de la instruccién matematicos. Se observa
el fenémeno didactico de mzmetismo diddctico en el reconocimiento por parte de los estudiantes
de la aperiodicidad numérica en las cifras decimales de numeros irracionales. Se incorpora la
nocién de fraccién continua en el proceso de estudio y se analizan los resultados obtenidos.
Mediante un analisis centrado en cuestiones ecologicas, cognitivas y de conceptualizacion de

la nocién matematica se obtiene explicacién al fendmeno involucrado.

REPENSAR |as didacticas especificas | 79



80 | REPENSAR \as didacticas especificas

INTRODUCCION

La finalidad de este capitulo se centra en analizar los conflictos semioticos y dificul-
tades que emergen en el reconocimiento e identificaciéon de los numeros irraciona-
les en Educacion Secundaria. Este analisis motiva la incorporacion del contenido
curricular “fracciéon continua” a modo de innovacion, ya que se trata de una nocion
no habitual en el curriculo de matematica oficial de Argentina. El objetivo que se
persigue es que la fraccién continua permita la estabilizacién de los conocimientos de
los estudiantes para la diferencia entre la periodicidad y la aperiodicidad de nimeros
reales. La experimentacion permite la determinacion de una propuesta educativa que
aporta a docentes en formacion inicial y en actividad una herramienta especifica para
la ensefanza de los nimeros irracionales en Educacion Secundaria.

Este trabajo emana de la sesion 89 del Seminario Repensar las Matematicas, del 28
de septiembre del 2016, intitulada “Construccion de la nocién de nimero irracional
en Educacion Secundaria: algunos conflictos y dificultades asociados a su ensefianza”
(Reina, 2016a). Asimismo es fuente de referencia el trabajo “Estudio didactico de
la completitud del conjunto de los numeros reales”, presentado en la sesiéon 75 del

mismo seminario (Bergé, 2015).

EL PROBLEMA DIDACTICO DEL DESARROLLO DECIMAL
DE LOS NUMEROS IRRACIONALES

El problema de ensefianza es la identificacion y diferenciacion, por su expresion de-
cimal, de un namero irracional de otro racional. Se trata de una diferenciacién entre
lo “aperiédico” y lo “periddico” en el desarrollo decimal de un nimero real. En la
practica totalidad de las tareas que usualmente se proponen a los estudiantes estan
desarrollos finitos de nimeros con un numero reducido de decimales, de tal forma
que la identificaciéon de los nimeros racionales es inmediata. Esto crea una ilusion,
segun la cual la “racionalidad” o “irracionalidad” de un numero se “ve”, no siendo

necesaria una actividad matematica especifica para ello (figura 1).

1. Clasifiguen cada uno de los siguientes nimeros en racionales (R) o irracionales (1).
a6(J a 4,75 ()

)1,78942168431712953 C] &) 2,44444444.. ()
gw*vﬂ W 2o f) 0,123456789101112131415...

.v.x_‘:

Figura 1. Actividad de clasificaciéon de numeros reales.
Fuente: Propuesta por un libro de texto de secundaria (Chorny, Salpeter y Krimker, 2009, p. 22).

La expresion decimal de un nimero racional es peridédica cuando “una vez apa-

recido un cierto conjunto finito de cifras, dicho conjunto se repetira infinitas veces”
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(Courant y Robbins, 1962, p. 75). Rey Pastor, Pi Calleja y Trejo (1969) apelan a las
nociones de periodicidad y aperiodicidad para diferenciar nimeros reales: “entonces,
los nimeros racionales resultan las expresiones decimales periodicas, y los nimeros
irracionales, las expresiones decimales aperidédicas” (p. 99).

Pero estas definiciones matematicas implican para el estudiante reconocer
“regularidades”, “repeticiones” infinitas de cifras decimales y la emergencia de un
“patron” numérico.

Pero, ¢qué se entiende por estas nociones?

El diccionario de la Real Academia Espanola (2019) propone:

regular’. Del lat. reguliris.

1. adj. Ajustado a una regla y conforme a ella. Vuelo regular.

2. adj. Uniforme, sin cambios grandes o bruscos. Respiracidn regular.

3. adj. Que se hace o se produce a intervalos regulares (| |uniformes). Acude a revisiones médicas
regulares.

repetibilidad.

1. £ En la metodologfa cientifica, cualidad de repetible.

patron, na. Del lat. patrinus; 1a forma f., del lat. patrina.

8. m. Modelo que sirve de muestra para sacar otra cosa igual.

Desde la Educacion Matematica se alzan voces con diferentes posturas en rela-

cién con la nocién de patron:

La idea bésica en esta nociéon es que toda situacion repetida con regularidad da lugar a un patrén
[Steen, 1988, p. 611, y Stacey, 1989, pp. 147-149, citados en Castro, 1995, p. 33].

Los patrones suelen formarse a partir de un nicleo generador; en algunos casos el nicleo se re-

pite, en otros el nicleo crece de forma regular [Steen, 1988, p. 216, citado en Castro, 1995, p. 33].

Sin embargo, para otros especialistas no es posible establecer una definicién
precisa de patron.

Un patrén no es un reconocido y mucho menos bien definido, concepto de las matematicas |...]

Un patrén no es un objeto matematico. Incluso los matematicos que dicen que las matematicas

es la ciencia de patrones admitirfan que estan usando el término en un sentido extra-matematico,

casi poético. No hay acuerdo entre los matematicos de lo que los patrones son, ni acerca de sus

propiedades y operaciones [Carraher, Martinez y Schliemann, 2008, p. 4].

Si bien parece que, matematicamente hablando, no hay consenso entre los edu-
cadores matematicos sobre lo que es un patrén, y no vamos a entrar en esa discusion,
consideramos que un patrén numérico racional emerge luego del encuentro de una
regularidad y de la repetibilidad infinita del bloque periddico.

Para un numero racional la periodicidad en sus cifras decimales, a partir de una
cierta cifra decimal, implica entonces el reconocimiento de la existencia de una repe-
tibilidad infinita del bloque de cifras, con la misma regularidad (con el mismo orden

de aparicién) y con la emergencia de un patron (figura 2).
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Implica una repetitividad
numeérica

REPETIBILIDAD

NUMERO
RACIONAL
PERIODICO

Implica una patrén

o implica una regularidad
numérico

numeérica

Figura 2. Relaciones entre las nociones de patrén, regularidad
y repetitividad en las cifras decimales de nimero racional periédico.
Fuente: Reina, 2016b, p. 165.

Sin embargo, existen nimeros racionales donde es dificil determinar el perfodo.
Por ejemplo, en la expresion decimal de %, el periodo comienza a partir del primer
decimal, pero su identificacién no es inmediata, dado que cuenta con 96 cifras de-
cimales (tablal).

El reconocimiento en este ultimo numero, del bloque finito de cifras decima-
les, las cuales conforman el periodo del numero, con su regularidad en el orden de

aparicion de sus cifras individuales y su repetibilidad en bloque infinita, es complejo.

0,01030927835051546391752577319587628865979381443298969072164948453608247422680412
3711340206185567010309278350515463917525773195876288659793814432989690721649484536
0824742268041237113402061855670103092783505154639175257731958762886597938144329896
9072164948453608247422680412371134020618556701030927835051546391752577319587628865
9793814432989690721649484536082474226804123711340206185567010309278350515463917525
7731958762886597938144329896907216494845360824742268041237113402061855670103092783
5051546391752577319587628865979381443298969072164948453608247422680412371134020618
5567010309278350515463917525773195876288659793814432989690721649484536082474226804
1237113402061855670103092783505154639175257731958762886597938144329896907216494845
3608247422680412371134020618556701030927835051546391752577319587628865979381443298
9690721649484536082474226804123711340206185567010309278350515463917525773195876288
6597938144329896907216494845360824742268041237113402061855670103092783505154639175
2577319587628865979...

. . . , . 1
Tabla 1. Primeros mil decimales del numero racional pep

en subrayado y en negrita se muestra el periodo del ndmero.
Fuente: Elaboracién propia.
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Las cifras decimales del nimero racional que se muestra en la tabla 1, y de los
demas numeros reales de este trabajo, han sido obtenidas con el software wxMaxi-
ma (wxMaxima, s.f.), el cual es una interfaz grafica del sistema de algebra simbolica
Maxima (Project Maxima, s.f.).

ILa sintaxis para la obtencién de mil cifras decimales es la siguiente: en primera ins-
tancia se coloca en una celda la pantalla en modo grafico 2D: set_display(‘ascii)$,
luego se ingresa en otra celda el comando fpprec:1000$bfloat (1/97); de esta manera
se puede obtener miles de decimales de un nimero real.

Ahora bien, un numero irracional, expresado en forma decimal, no presenta
la existencia de periodicidad infinita, pero puede que presente “bloques finitos” de
cifras decimales que se repiten. L.os “numeros irracionales cebra” (Pickcover, 2007)

son representativos de este tipo de numeros. La férmula f(n) = /% 100m + 221 con

n natural, genera este tipo de numeros para » = 10, 50, 55, 95, 155, etc. (Pickover,

2007, pp. 348-352), donde se forman bloques finitos de cifras que forman “pseudo-
repetibilidades”, pseudo-regularidades y pseudo-patrones (tabla 2).

2727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727
272727272727,2727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727
2727272727272727272727266563636363636363636363636363636363636363636363636363636363
6363636363636363636363636363636363636363636363636363636363636363636363636363636363
6363636363636363636363636363636363636363636363629398727272727272727272727272727272
7272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272
7272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272711532032727
2727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727
2727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727
2727272727272282598106363636363636363636363636363636363636363636363636363636363636
3636363636363636363636363636363636363636363636363636363636363636363636363636363636
3636363636363636363636363636363636362229413135807272727272727272727272727272727272
7272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272727272
7272727272727272727272727272...

Tabla 2. Primeras mil cifras decimales del numero irracional “cebra” f(95).
Fuente: Elaboracién propia

Otros numeros irracionales se pueden construir a partir de una “ley de forma-
ciéon”; o sea, a partir de patrones y de regularidades en sus cifras decimales. Uno de
los ejemplos mas representativos es el de D. G. Champernowne (1912-2000), en las

cifras decimales de dicho nimero es posible observar un “patrén obvio” (Pickover,
2007, 354).

C,, = 0.12345678910111213141516...

Entonces aun un numero irracional, desarrollado en expresiéon decimal, aperio-

dica, puede mostrar algunos patrones y regularidades (figura 3).
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\ / Puede implicar una cierta
\ / » repetitividad de cifras por

A NO REPETIBILIDAD / blogues (finita)

NUMERO

\ IRRACIONAL /
\ < \APERIODICO /
\ S % /
O X /
\ NS ) <
Q& &
\ SE % /
. . . \ « Qv {7,9 /
Puede |mpl|car una cierto \ Sy > / Puede implicar una cierta
patrén numérico \ / \ R regularidad numérica
\ /N 4
\ / \ /
\ / N /
\ / \ /
(N N/
\ 7 N
v N/

Figura 3. Posibles relaciones de implicancia entre nociones asociadas
a la aperiodicidad de un numero irracional desarrollado por decimales.
Fuente: Reina, 2016b.

Pero también algunos nimeros racionales, como el siguiente,
a,, = 1/89999999999999999999999991,

presentan repetitividad de digitos en bloques finitos dentro del periodo. La expresion
decimal del nimero 4,, muestra una regularidad que depende del nimero de nueves
9), que en el caso dado son 24 (tabla 3).

0,0000000000000000000000000111111111111111111111111122222222222222222222222223333333333
3333333333333334444444444444444444444444555555555555555555555555566666666666666666
6666666677777777777777777777777778388888888888888888888889000000000000000000000000
OTT1111111111 111111 111111122222222222222222222222223333333333333333333333333444444
4444444444444444444555555555555555555555555566666666666666666666666667777777777777
7777777777778888888888888888888888889000000000000000000000000011111111111111111111
1111122222222222222222222222223333333333333333333333333444444444444444444444444455
5555555555555555555555566666666666666666666666667777777777777777777777777888888888
8888888888888889000000000000000000000000011111111111111111111111112222222222222222
2222222223333333333333333333333333444444444444444444444444455555555555555555555555
55666666666666666666666666677777777777777777777777778888888388888888888888888900000
0000000000000000000011111111111111111111111112222222222222222222222222333333333333
333333333333344444444444444444444444

Tabla 3. Los primeros mil decimales del nimero racional
1/89999999999999999999999991
presentan regularidad y periodicidad en bloques finitos de digitos
dentro del periodo (en subrayado y en negrita).
Fuente: Elaboracién propia.
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De tal manera que los nimeros racionales de la forma
_ 1
©899..991

N———

n

an

tienen como expresion decimal un periodo de longitud 8(z + 1) + 7 + 1 formado
por los 10 digitos ordenados de forma creciente y repetidos “z + 17 veces de O a 7,

cc 9

ambos inclusive, “#” veces el 8 y un tnico 9 (tabla 4).

N° de nueves (9) 1 2 3 24 7

Cifras 0-7 2 3 4 25 n+1

Cifra 8 1 2 3 24 "
Cifra9 1 1 1 1 1
Longitud del periodo 18 27 36 . 225 .. 8(n+1)+n+1

1
Tabla 4. Expresion decimal de los nimeros de la forma % =899 _991.

n

Fuente: Elaboracién propia.

En resumen, el reconocimiento de un nimero racional o irracional solamente por
la busqueda de regularidades, patrones y repetitividad infinita en sus cifras decimales
es complejo, si no se conoce su estructura de origen. De hecho, tal y como sucede
con las sucesiones, donde un nimero finito de términos no permite determinar el
siguiente, dado un nimero finito de decimales no se puede determinar el siguiente sin
conocer la regla de formacion. Estas observaciones, en suma, sugieren no centrarse
en la representacion, sino en el objeto, sus propiedades y la relacién con otros objetos
con los que comparte una cierta apariencia o forma matematica, pero cuya naturaleza

es esencialmente distinta. Aqui la fraccién continua aporta otra Optica relacionada.

UN NUMERO IRRACIONAL PUEDE TENER UN
DESARROLLO PERIODICO: LA FRACCION CONTINUA

Se puede pensar en un numero irracional en términos de sus cifras decimales infinitas
aperiodicas, pero también es posible hacerlo a partir de otra forma de escritura del
numero, a saber, por su expresion en fraccion continua.

El desarrollo en fraccion continua tiene, pues, dos ventajas sobre el desarrollo decimal; la de ser

unico y la de indicar claramente la naturaleza del numero. Si la fraccion es finita, el nimero es

racional; si es indefinida éste es irracional [Rey, Piy Trejo, 1969, p. 346].

Se puede probar que un nimero racional tiene una expresion en fracciéon continua

“finita”, mientras que un numero irracional posee un desarrollo en fraccién continua

“infinita” (Spinadel, 1995; 2003).
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Una fraccién continua generalizada es una expresion de la forma,

x=a,+

4
a3+T

siendo los @,y b, (i>0) nimeros reales o complejos.
En este trabajo nos interesa la fraccion continua “simple” o “regular” que tiene

la forma

1

as + ...

siendo que 4, sea un numero entero, los z enteros positivos y los 4 iguales a 1.

Una fraccion continua de un numero real puede tener diferentes notaciones, se
adopta para este trabajo la forma reducida por cocientes incompletos o parciales.

Por ejemplo, el numero racional 19/17 tiene una escritura finita en fraccion
continua regular: 5 =1+ ﬁ, siendo el desarrollo en cocientes parciales: g =[1;8,2].

Mientras que un ntimero irracional tiene un desarrollo infinito en fraccién con-
tinua, y éste puede ser periddico o no.

Al respecto, el matematico francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813) probd que un nimero

es irracional cuadratico si y solo si su descomposicion en fracciones continuas es periddica (no

necesariamente periddica pura) [Spinadel, 1995, p. 20].

En el caso de un irracional cuadratico, o sea un numero irracional que es solucion
de una ecuacién cuadratica con coeficientes enteros, la periodicidad puede ser “pura”

o “mixta”. Se muestran a continuaciéon dos ejemplos:
1 + /2 = [2;2] (fraccién continua periédica pura)
V2 = [1; 2] (fraccion continua periddica mixta)

Se puede observar, en los ejemplos desarrollados, que a partir de cierto término
los cocientes parciales comienzan a ser peridédicos, esto dltimo implica relaciones de

regularidad, repetibilidad de cocientes parciales y la emergencia de un patrén (figura 4).
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REPETIBILIDAD

NUMERO
IRRACIONAL
PERIODICO

Figura 4. Posibles relaciones de implicancia entre nociones
asociadas a un numero irracional expresado en fraccién continua periddica.
Fuente: Reina, 2016b.

Existen numeros irracionales, desarrollados en fraccion continua, cuya expresion
no es periddica, pero presenta ciertas regularidades, en sus cocientes incompletos, a
partir de una cierta cifra y la emergencia de un patron, por ejemplo, el nimero de Euler.

Precisamente es Euler quien estudia al nimero e en fracciéon continua, sus regu-
laridades y patrones (Thakur, 1996, p. 248).

El nimero e manifiesta un desarrollo en fraccion continua simple o regular no
periddica, pero asimismo presenta cuasi-periodos (falso periodo donde se observa
repetitividad infinita de algunos cocientes parciales) y dentro de ellos es posible ob-

servar una regularidad y la emergencia de un patron numérico.

Cuasi-periodos

f'—L—Y—L—Y_'L_Y——A—Y'_Lﬁ
e=[2;1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,1,10,1,...,1,1,2n,1,..] , nEN

N S S S

regularidad patron

El desarrollo en fracciéon continua cuasi-periodica se puede expresar en forma

general:
e =1[2;1,2n,1];-; (Komatsu, 1999, p. 334).

En esta dltima notacién del numero e se puede observar la falsa periodicidad
ya que no todos los cocientes parciales se repiten de la misma forma, se observa
entonces un patron variable.

LLa genialidad de Euler hace posible la generalizacion para el caso de raices ené-

simas de e.

Ve=[1;n-1,1,1,3n—1,1,1,5n—1,1,1,..],n € N>1 (Thakur, 1996, p. 251).
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Entonces en un namero irracional desarrollado en fraccién continua “cuasiperio-
dica”, la emergencia de regularidades y patrones esta garantizada, no asi la repetitividad
de “todos” sus cocientes parciales, si bien se pueden repetir infinitamente algunos de

ellos dentro del cuasiperiodo (figura 5).

’ Puede implicar repetibilidad de
\ ———» algunos cocientes parciales
\ / dentro del cuasi-periodo

REPETIBILIDAD /

NUMERO
IRRACIONAL
CUASI-
PERIODICO

Figura 5. Posibles relaciones de implicancia entre nociones asociadas a
la cuasi-periodicidad de un nimero irracional expresado en fraccién continua.
Fuente: Reina, 2016b.

Otros numeros irracionales, por ejemplo T, no presenta regularidades o patrones

expresado en fraccién continua simple:
n=[3;7,15,1,292,...]

Pero si presenta regularidades y patrones expresado en fraccion continua gene-
ralizada; es el mismo Euler, en su Introductio in analys infinitorum, capitulo XVIII, De

fractionibus continuis, quien muestra la FC desarrollada por William Brouncker (figura 6).

1

9

24—
49

2t o

T=1+
7=

Figura 6. Fraccion continua del nimero nt debida a William Brouncker.
Fuente: Reina, 2010.

De la misma manera que se puede “construir’” un nimero irracional trascendente
en expresion decimal por una “ley de formacion”, también es posible construir (y pro-
bar) que algunas fracciones continuas conducen a un nimero irracional trascendente.

Tomando como cocientes parciales # diferentes secuencias de numeros conducen a nimeros

reales que a menudo resultan trascendentes. Por ejemplo, la fraccién continua s para los cuales

a,=ms=[0;1,2,34, ... ] = 0,697774657964... es trascendente [Wolf, 2010, p. 1].
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Entonces aun un numero irracional expresado como fraccién continua aperio-
dica puede mostrar cierto tipo de repetitividad o de regularidades y patrones en sus

cocientes parciales (figura 7).

\ /

\ / Puede implicar una cierta

\ / ., repetitividad de algin
\ // cociente parcial dentro del

\\ REPETIBILIDAD y blogue no periddico

\ /
_; _______ A e o — — /
\ NUMERO /
\ IRRACIONAL /
\ APERIODICO /
/
\ R KN /
\ S <
\ & % //
A : < %

Puede implicar una cierto . \\ < 2 / Puede implicar una cierta

patrén numérico \ /\ ° 7 regularidad numérica

\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ 7/ \ 7/
v \/

Figura 7. Posibles relaciones de implicancia en las nociones asociadas a
la aperiodicidad de un nimero irracional expresado en fraccién continua.
Fuente: Reina, 2016b.

En sintesis, se puede caracterizar los numeros irracionales, de acuerdo con su
escritura, como expresion decimal no periddica infinita o como fraccién continua

infinita, y esto puede implicar el reconocimiento de relaciones “duales” (figura 8).
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Figura 8. Relaciones matematicas asociadas a los numeros irracionales,
expresados tanto en desarrollo decimal como en fraccién continua.
Fuente: Reina, 2016b.

En el siguiente apartado analizaremos la experiencia llevada adelante en Educa-

ci6n Secundaria.
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LA PUESTA EN ESCENA DEL CUESTIONARIO

Reina (2016b) analiza la problematica didactica de las representaciones decimales de
nameros racionales e irracionales en el proceso de la conceptualizacion de la aperio-
dicidad numérica en Educacion Secundaria.

El estudio muestra las dificultades didacticas, en estudiantes de nivel secundario

y superior, al intentar reconocer la racionalidad o irracionalidad de nimeros expresa-
dos en forma decimal “sin conocer al nimero que da origen a la expresién decimal”.
Por su parte, Reina y Wilhelmi (2017) analizan el fenémeno didactico de mimetismo
ostensivo de objetos matematicos en el proceso de visualizacion de la nocién de
numero irracional en Educacion Secundaria y en formacién docente en Matematicas.
La estructura del Sistema Educativo Nacional Argentino se establece en el articulo
17 de la Ley 26.206 y comprende cuatro niveles y 8 modalidades:

* LaEducacion Inicial, la cual constituye una unidad pedagogica y comprende a
los/as nifios/as desde los cuarenta y cinco dias hasta los cinco afios inclusive,
siendo obligatorio el ultimo afio.

* LaEducaciéon Primaria, que es obligatoria y constituye una unidad pedagogica
y organizativa destinada a la formacién de los/as nifios/as a partir de los seis
anos.

e La Educaciéon Secundaria, la cual es obligatoria y constituye una unidad pe-
dagdbgica y organizativa destinada a lo/as adolescentes y jovenes que hayan
cumplido con el nivel de Educacién Primaria. Actualmente coexisten tres
estructuras educativas hasta tanto finalice la etapa de transiciéon hacia la im-
plementacion de la nueva Ley de Educacion Nacional.

» La Educacién Superior, la cual comprende:

a) Universidades e Institutos Universitarios, estatales o privados autorizados,
en concordancia con la denominacién establecida en la Ley N° 24.521.

b) Institutos de Educacion Superior de jurisdiccion nacional, provincial o de
la Ciudad Auténoma de Buenos Aires, de gestion estatal o privada [M. E.
C.C.y T, 2019].

También en dicho trabajo se analizan la clasificacion de nimeros reales por su

expresion decimal sin conocer la estructura de origen de dichos nimeros.

En el presente estudio se propone poner en funcionamiento un cuestionario

en clase de tercer afio (alumnos de 15-16 afios) de Educacion Secundaria, en donde
se presentan numeros racionales e irracionales, pero en este caso si se muestran los

nimeros que dan origen a las expresiones decimales.

; 1 9 (112 - 44-50) 1
Se trata de cuatro numeros reales, a saber: o jm-wos e, 558V

1 , . . S
59999999999999999999999991> 2dcMas se muestran sus respectivos primeros mil decimales.

Para el caso del primer nimero se puede observar que se trata de un numero
racional pero el desarrollo de varios decimales genera, en algunos estudiantes, conflicto

cognitivo al momento de decidir si se trata de un namero irracional o no.
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Los resultados obtenidos (tabla 5) muestran que mas de la mitad de los alumnos
considerd que se trata un numero irracional o bien no puede determinarlo. Incluso

dos estudiantes sefialan que no puede existir un numero con esas caracteristicas.

¢Existird un nimero
con esas caracteristicas?

No puede
Numero Irracional  Racional determinarlo Si No No sé
L 13 13 1 25 2 0

97

Tabla 5. Identificacién de un nimero racional
por su expresion fraccionaria y decimal.
Fuente: Elaboracién propia.

Sibien los estudiantes reciben en la tarea dos expresiones del nimero racional, a
saber, fraccién y decimal, parece tener mas impacto cognitivo la expresion decimal.
Varios de esos alumnos recurren a la “infinitud” del nimero para “decidir” que
es irracional. De hecho, un estudiante hace referencia a la nocién de patron (figura
9). De hecho, esta concepcion se debe a la regla del contrato didactico (Godino, Font,
Wilhelmi y De Castro, 2009), segtin la cual la racionalidad o irracionalidad “se ve” o

“viene dada por su expresion”.

¢Mmmmumammwmdomlomn

4 b ;
CA IUTACON Por QUL no. .‘Aeﬂt’ L

&Como llegaste a esa conclusion?

Poc.Gue Al Oksecuat. e Noéa Gue.es

QO__oumecQ il ity sin. ool
r '

Figura 9. Respuestas de un alumno de tercer afo
sobre la irracionalidad de un ndmero.

Esta toma de decisiones a favor de la irracionalidad del nimero, por parte del
estudiante, no so6lo se ve afectada por cuestiones de contrato didactico (proceso de
estudio) o cognitivas (proceso de visualizacion) sino por el estado de conceptualiza-
cién de las nociones de nimero racional e irracional al momento de llevarse adelante
el cuestionario.

Asimismo, las limitaciones de la tecnologfa también juegan un papel al momento
de la toma de decisiones por parte del alumno. En general las calculadoras cientificas

de bolsillo cuentan con diez a doce digitos en su pantalla, esta limitacion, a pesar de
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que en el estudio se muestran mil decimales del numero, influye en dicha decision

(figura 10).

¢Existird este ndmero con todas esas cifras decimales que se muestran? ¢Por qué?

|

.}./“&...,.M@L#h.m.,mmﬁmm.@oﬁ?m&i;@f
%,umm....wm.":m_m._ﬁm

Figura 10. Toma de decisiones de un estudiante sobre la existencia de un nimero.

Ademas, el estudiante apela a la nociéon de periodicidad numérica para indicar
que no existe este numero, sin embargo, luego, preguntado si se trata de un nimero
racional o irracional, expresa que se trata de un nimero irracional.

Para el caso del segundo numero (tabla 6), este es un numero irracional “cebra”,
si bien hubo una mayor identificacién de la aperiodicidad, aun nueve alumnos no la
pudieron reconocer; tres estudiantes no creen que exista un NUMEro con esas carac-

teristicas y dos no saben si puede o no existir.

¢Existird un nimero

No puede e
deter- con esas caracteristicas?
Numero Irracional Racional minarlo Si No No sé
9. (112 - 44-50) 18 9 22 3 2
\}121 100° o+ 121 0

Tabla 6. Reconocimiento del nimero irracional cebra f(50).
Fuente. Elaboracién propia.

Se debe resaltar que si se intenta emplear la calculadora cientifica comuin para
verificar la expresion decimal del nimero irracional cebra £(50), ésta no es posible de
obtener ya que aparece el mensaje de “math error”. Se trata entonces de una limitacion
del artefacto tecnoldgico, no menor, pero que puede subsanarse con el empleo, en el
proceso de estudio, de otros artefactos, como la computadora o aplicacion para celular.

La periodicidad y la aperiodicidad se mimetizan por ostension, para el alumno,

la aparicién de bloques finitos de cifras periddicas es sefal de periodicidad infinita

(figura 11).
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Figura 11. Respuestas de un alumno sobre
la racionalidad o irracionalidad de un ndmero.
Fuente: Recuperado del trabajo de los alumnos.

, . 1 . s .
Es el nimero racional pre (tabla 7) el que mayores conflictos epistémicos causoé ya

que una gran mayoria de los alumnos no pudo identificar la periodicidad del nimero.

¢Existird un nimero

No puede con esas caracteristicas?
Numero Irracional Racional determinarlo Si No No sé
21 5 1 25 0 2

998

. L . . 1 .
Tabla 7. Identificacion del numero racional 5 por alumnos de secundaria.

Fuente: Elaboracién propia.

Como Reina y Wilhelmi (2017) sefialan, se observa un fenémeno de “mimetiza-

ci6én ostensiva de objetos matematicos” por tres posibles cuestiones, a saber:

*  Ecolggicas: relativas al nivel de desarrollo de los contenidos en un nivel educativo
de los objetos matematicos asociados.

*  Cognitivas: relativas a la complejidad del proceso de visualizacion ostensiva de
un objeto matematico por sus representaciones semiobticas y a la “percepcion
visual” al momento del reconocimiento de patrones y regularidades por parte
del estudiante.

*  De contrato diddctico o dimension normativa: expectativas mutuas entre profesores

y alumnos en relacion con el conocimiento.
1

Para el caso del nimero racional 5o (tabla 8), si bien varios

alumnos pueden reconocer la periodicidad del nimero, ain restan nueve estudiantes

que lo consideran irracional, incluso para seis alumnos no puede existir un nimero

con esas caractetisticas.
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No puede ¢Existira un nimero
deter- con esas caracteristicas?
Numero Irracional Racional minarlo Si No No sé
1
16 2 21 6 0

89999999999999999999999991

1
89999999999999999999999991
por estudiantes de secundaria.

Fuente: Elaboracién propia.

Tabla 8. Identificacion del nimero racional

Nuevamente emerge en las respuestas de los estudiantes dificultad en el reco-
nocimiento de la racionalidad de un nimero a pesar de mostrarse su estructura en
fraccién de numeros enteros donde la identificacién deberia darse en forma casi
inmediata. Parece primar mas una representacion por sobre la otra, lo decimal por
sobre lo fraccionatio.

Implica cuestiones
relativas al contrato
didactico

CONTRATO DIDACTICO (T S D.)

(0]
DIMENSION NORMATIVA (E O S.)

RECONOCIMIENTO
DE REGULARIDADES Y
PATRONES EN BUSCA DE
LA PERIODICIDAD Y NO
PERIODICIDAD EN
NUMEROS REALES

Implica cuestiones relativas
a la cognicion

implica un conocimiento
de las nociones matematicas

Figura 12. Dificultades relativas al reconocimiento de repeticiones, patrones
o regularidades en la busqueda de una periodicidad y aperiodicidad numérica.
Fuente: Reina, 2016b.

Nuevamente la explicacion de este fendémeno de mimetismo ostensivo o didactico
surge de la interseccion de cuestiones cognitivas, de contrato didactico y ecologicas
(figura 12).

En este caso parecen sobresalir mas las cuestiones de contrato didactico por
sobre las cognitivas y ecologicas:

e Muy arraigado con los afios de estudio en los estudiantes, es la expresion

decimal, donde dicho desarrollo de un nimero mostraria su verdadera natu-
raleza. Los docentes nos vemos implicados en esta cuestion al insistir en una

representacion por sobre la otra.
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 Las limitaciones de las representaciones usadas durante el proceso de estudio
de las nociones de nimero racional e irracional es otra cuestion que también
incide fuertemente en el reconocimiento de un nimero real.

* Eluso, durante el proceso de estudio de la nociéon de nimero real, de artefactos
tecnoldgicos: calculadora, aplicaciones para el celular, computadora, etc., con
sus potencialidades y limitaciones. Como se muestra en algunas respuestas
de los estudiantes, dicho uso incide también en la toma de decisiones de los
mismos.

La aparente “transparencia” en nociones como las de “repeticion”, “patrén”,
“regularidad” y “periodicidad”, y el intento de “reconocimiento”, por parte de los
estudiantes, de la periodicidad y no periodicidad, patrones y no patrones, regularida-
des e irregularidades y pseudo-periodicidad en las cifras decimales, tanto de nimeros
racionales como de nimeros irracionales, llevan a que surjan conflictos semioticos
en la construccién de la nocidon de numero irracional.

¢Es posible entonces emplear otra forma de representacion en el proceso de
estudio de los nimeros reales ademas de las ya clasicas? El apartado siguiente puede

traer luz a esta cuestion.

LA FRACCION CONTINUA COMO HERRAMIENTA PARA DECIDIR
LA RACIONALIDAD O LA IRRACIONALIDAD DE UN NUMERO REAL

Luego de avanzar en la conceptualizacion del nimero irracional el docente decide in-
corporar, a modo de innovacion, la nocion de fraccién continua al proceso de estudio.

Se analizan y estudian algunos numeros reales desarrollados en fraccién continua
en notacioén por cocientes parciales. El profesor intenta la “familiarizacion” de los
estudiantes con el proceso de obtencién de dichos cocientes parciales con el fin de
lograr el reconocimiento y diferenciaciéon de nimeros racionales e irracionales: los
racionales como aquellos en los cuales el proceso de obtencion del desarrollo en FC
se detiene y los irracionales como aquellos en los que dicho proceso continua sin fin.

El profesor entrega una lista de nimeros que deben ser clasificados en racionales
o irracionales. Los resultados obtenidos se pueden observar en la tabla 9.

Dichos resultados se pueden contemplar dentro de los parametros de aciertos

“esperados”.

Pero existe, inscripto en el contrato didactico, un ‘umbral’ bajo el cual la tasa de fracaso sera
considerada ‘satisfactoria’, es decit, expresién de la superacion antiguo/nuevo [...] La enseflanza
de un objeto de ensefianza se termina generalmente mucho antes que la tasa de fracaso haya
bajado a cero [Chevallard, 1991, p. 78].

Muy pocos alumnos tienen errores en la mayoria de los nimeros propuestos para

la identificacion. S6lo un nimero presenta dificultades, se trata de g5, esta radica en

que para que el alumno logre la expresion en fraccion continua: ooz = [0;90,1,2,1,2],

emplea la calculadora cientifica, la cual presenta limitaciones que se traducen en errores
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Numero Racional Irracional No lo sé
245 1 24
11 13 12
998
3+13 1 24
2
/675 25 0
-3+v3 1 21 3
3
289 22 3
324
—V1% 21 4
0,7 20 5
Jjg 2 23
5442 6 19
5—+2
v225 21 4
V256
V5 6 18 1
2

Tabla 9. Resultados obtenidos en actividad
de identificacion de un numero irracional.
Fuente: Elaboracién propia.

de redondeo (0,500000005 en vez de 0,5) que provocan que el estudiante continue el
proceso en vez de detenerse por tratarse de un nimero racional.
, . . . 1 .
¢Por qué los estudiantes no dicen directamente que —— es un racional? {Es una
998
fraccion! El conflicto cognitivo para la identificacion de un numero irracional ha
generado la necesidad de introducir una nueva herramienta, que se concreta en una
regla del contrato diddctico: “Para saber si es racional o irracional un numero se debe
determinar su fracciéon continua”. Pero esta regla genera a su vez una “pérdida” de
sentido. En cierto sentido, se “sustituye” el conflicto cognitivo por un “obstaculo
[k P 2 113 2 s : 2z I

didactico”, que “opaca” el conocimiento previo de la representaciéon de un nimero
racional: “toda fraccién de numeros enteros (con denominador distinto de cero) es
un numero racional y todo nimero racional se puede expresar como fraccion de
numeros enteros”.

Este error se produce entonces, por un lado, por las limitaciones de los artefactos
tecnologicos, y, por otro lado, por cuestiones de contrato didactico ya que algunos
estudiantes quedan “atados” a las representaciones implementadas por el profesor

fraccion continua) en detrimento de otras representaciones ya estudiadas (fraccion
¥y

de numeros enteros).
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Nuevamente se ponen de manifiesto restricciones sobre la relacion con los objetos
matematicos mediados por sus representaciones (Duval, 2000). Asi, la representacion
no es necesariamente transparente y, por lo tanto, va a precisar informacién descrip-
tiva adicional en lenguaje verbal o simbdlico. Esta informacion adicional permite la
identificacion del tipo de niumero y su clasificacion. Con otras palabras, confiere la
significacion precisa atribuida al nimero, permitiendo su inteligibilidad en un proceso
de estudio.

Resta atn la perspectiva argumentativa en el proceso de reconocimiento de un

numero irracional, en el apartado siguiente avanzaremos en esa direccion.

UN PASO MAS EN EL RECONOCIMIENTO
DE LA IRRACIONALIDAD: SU DEMOSTRACION

Sabemos que, desde la cultura matematica, no basta con reconocer si un nimero
pertenece o no al conjunto de los nimeros irracionales, por algun método, sino que
es importante explicar o “demostrar” a qué conjunto numérico pertenece.

La ya clasica demostracion de la irracionalidad de rafz cuadrada de dos por re-
duccién al absurdo empleando las nociones de numero “par” e “impar” (Courant y
Robbins, 1964, pp. 67-68) y otras como la prueba del teorema “si 7 no es un cuadrado
perfecto, entonces Vm es un nimero irracional” (Gaussianos, 2017), muestran algo
de esa cultura.

Pero, como Bergé y Sessa (2003) y Bergé (2015) sefialan, para el caso de la nocion
de completitud del conjunto de los numeros reales, “requiere que se haya instalado
en el aula la necesidad de fundamentacion, lo cual supone un recorrido anterior, una
cierta «madurez matematica», haber salido del plano de lo evidente y un cambio en
el tipo de racionalidad” (Bergé, 2015, pp. 193-194).

Pensamos que, para el caso de la demostracion de la irracionalidad de un namero,
en Educaciéon Secundaria, hace falta, siguiendo a Bergé y Sessa, que se haya instala-
do, en clase de Matematica, una necesidad de fundamentaciéon que en algunos casos
resulta algo compleja para este nivel.

Asimismo, en la actualidad, ya existen “motores de respuestas” como Wolfram
Alpha (2021), los cuales permiten preguntar si un nimero es o no irracional y obtener

una respuesta (figura 13).

. 9 s0 1 .
is ] — %100 + — (112 -44 x50) an irrational number?
121 121

Result:

9100 1 , o
TS + T (112 -44 +<50) is an irrational number

Figura 13. Pregunta realizada a Wolfram Alpha
sobre la irracionalidad de un niimero real.
Fuente: Wolfram Alpha, 2021.
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Cabe preguntarse si es conveniente o no el empleo didactico de estos motores
de respuesta cuando un estudiante de secundaria se encuentra en proceso de con-

ceptualizacién de la nocién de nimero irracional.

DisCUSION DE RESULTADOS SOBRE LA IMPORTANCIA
DE LA FRACCION CONTINUA EN LA CONCEPTUALIZACION
DE LOS NUMEROS RACIONALES E IRRACIONALES

La inestabilidad de los conocimientos “previos” se muestra en las respuestas de los
alumnos como una constante que incide en las znteracciones dialécticas (Reina, 2016b;
2017) entre objetos matematicos asociados a la nocién matematica que se esta estu-
diando (figura 14).

PERIODICIDAD

CUASIPERIODICIDAD
PSEUDO PERIODICIDAD

APERIODICIDAD

Figura 14. Interacciones didacticas dialécticas
entre nociones asociadas a los nimeros irracionales.
Fuente: Elaboracién propia.

Los estudiantes tienen dificultades en reconocer la “racionalidad” de un ndmero
real que precise el reconocimiento de la repetitividad numérica, el hallazgo de un

patrén o de una regularidad numérica (figura 15).
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Implica una repetitividad
numérica

N T 7/
\ /
\ REPETIBILIDAD /
\ /
\ NUMERO /
RACIONAL
\ PERIODICO /
\ $ £ //
IN %
. 3 X 2,
Implica una patrén \ e Qyo / implica una regularidad
numeérico \ / \ / numérica
\ // N/
\ N/
v v

Figura 15. Dificultades asociadas al reconocimiento de los nimeros racionales.
Fuente: Elaboracién propia.

Se trata de una dificultad que involucra cuestiones relativas a la cognicion, al con-
trato didactico o al conocimiento matematico de las nociones implicadas. Entonces
lo matematico, lo didactico y lo cognitivo, en este tipo de actividades se encuentran

en estrecha relacion (figura 16).

Implica cuestiones
relativas al contrato
didactico

Fenomeno didactico
¢ de mimetismo
ostensivo

CONTRATO DIDACTICO

Implica cuestiones relativas
a la cognicién

implica un conocimiento
de las nociones matematicas

Figura 16. Cuestiones relativas al reconocimiento de patrones
y regularidades numéricas en la busqueda de una periodicidad.
Fuente: Reina, 2016b.

Debemos destacar que el fendmeno de “mimetismo por ostension” (Reina, 2016b;
Reina y Wilhelmi, 2017) se observa, en el caso del reconocimiento de regularidades y

patrones en la busqueda de la periodicidad y de la no-periodicidad numérica, como
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producto de la “interseccion” entre cuestiones de contrato didactico (relativas a las
actividades matematicas desarrolladas junto al profesor), cuestiones relativas a la
cognicion (relativas a la percepcion y visualizacion de las representaciones semioticas
del objeto) y al estado de conceptualizacion de las nociones matematicas “previas”.

Para los alumnos resulta muy dificil reconocer la aperiodicidad numérica si pre-
viamente no se ha explorado y estudiado la periodicidad. Pero tanto en los nimeros
racionales periddicos como en los irracionales la incidencia didactica del infinito
matematico o actual es muy importante a la hora de reconocer y clasificar un numero
real (Reina, 2016b, p. 116). Esto ultimo plantea serios retos en al aprendizaje de la
nocién de numero irracional en Educacion Secundaria.

Por ultimo, la conceptualizacion del nimero irracional, dada su complejidad
didactica, no puede alcanzarse en su totalidad hasta avanzados los primeros afios de

estudios superiores.

CONCLUSIONES Y CUESTIONES ABIERTAS

En relacién con las nociones de periodicidad y aperiodicidad numérica se debe tener
en cuenta que, si se desea producir esta interacciéon entre objetos dialécticos, sera
necesario lograr que los alumnos previamente estabilicen su conceptualizacion de
la propiedad de periodo de un numero racional en su expresion decimal. Se debe
considerar que, si se lleva adelante un “reconocimiento” de un nimero irracional
por sus cifras decimales solamente, pueden emerger conflictos semidticos asociados
a cuestiones relativas al proceso de visualizaciéon de un nimero real que incluyen
cuestiones cognitivas, culturales y sociologicas.

En relacién con la nociéon de nimero fraccion continua: puede ser conveniente
su introduccién en Educacion Secundaria para que los alumnos puedan “diferenciar”
numeros irracionales de racionales por medio de un algoritmo viable y eficaz. Asi-
mismo, se debe tener en cuenta la complejidad didactica de dicho objeto al momento
de producir la interaccion.

En relacién con la nocién de fraccion continua: esta nocién no aparece en forma
explicita en el disefio curricular de la Provincia de Mendoza (DGEPM, 2015), se su-
giere tener esta nocion presente no solo como un algoritmo que permite diferenciar
numeros irracionales y racionales o aproximar nimeros, sino también como un objeto
que permite resolver problemas de maximo comun divisor, conocer “familias” de
numeros como los “metalicos” y, ademas, resolver ecuaciones diofanticas lineales,
de Fermat-Pell o incluso problemas de circuitos eléctricos.

Las dificultades observadas no implican que las actividades propuestas carezcan
de sentido en Educacion Secundaria por al menos dos motivos de naturaleza distinta:

1) Naturaleza de las matematicas. La complejidad de la actividad que realizan los

estudiantes permite en particular introducir la distincién entre representacion

y objeto, central en todo el desarrollo de las matematicas. Asimismo, centra
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la tarea en la determinacién de patrones y, por lo tanto, se esta centrando la
actividad en la misma esencia de las matematicas.

2) Desarrollo cognitivo. La adquisicion de conocimiento matematico exige, desde

el punto de vista cognitivo, el enfrentamiento a tareas lo suficientemente ricas
y complejas que comporten dificultades, errores, conflictos (Wilhelmi, 2009).
Algunos de ellos podran ser resueltos en un periodo educativo concreto, otros
precisaran de una exposicion de los estudiantes continuada.

De esta forma, se precisan estudios que, por un lado, analicen el impacto de este
tipo de actividades en relacién con la naturaleza misma de las matematicas; actividades
que rompan con ciertos estereotipos y usos en Educacion Secundaria que desvirtian
la propia esencia de la disciplina (Lockhart, 2008). Asimismo, por otro lado, es nece-
sario valorar el impacto que estas actividades tienen en etapas sucesivas, tanto en la
adquisicion de conocimientos matematicos relacionados directamente con el topico
de los conjuntos numéricos como en el desarrollo de otros ambitos matematicos por

el influjo en la conceptualizacion de la naturaleza de las matematicas.
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