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RESUMEN

Se presenta un estudio basado en el disefio y centrado en la
intervencion de una secuencia de modelizacion para revelar
ideas y representaciones de funciones que surgen de los alum-
nos en una situacién de desarrollo de talento para el canto
en un conjunto de personas durante un periodo de tiempo.
La experimentacion se llevo a cabo con 37 alumnos (de 18
afios de edad) de un curso propedéutico previo al ingreso a
una licenciatura en Matematicas, siguiendo la metodologfa de
investigacién basada en el diseflo, cumpliendo un ciclo con
analisis prospectivo, experimentacion en el aula y evaluacion
para el redisefio. Se identificaron categorias emergentes a partir
de un analisis inductivo para clasificar las representaciones
de los modelos de los estudiantes: lineales, lineales a trozos,
suaves, discretas y alternativas. Los resultados muestran que
los estudiantes utilizaron su conocimiento previo y el que
emergi6 durante la interaccion en el equipo para representar
las historias de los personajes y representar el desarrollo de
talento a través del tiempo. Adicionalmente, fue notorio que
para destacar momentos cruciales de la historia de los persona-
jes, los alumnos exploraron el comportamiento en momentos
cercanos a estos. Se discute sobre las ideas de funciones que
los estudiantes revelaron al resolver las situaciones propuestas,
y las posibles mejoras del disefio que favorezcan, en pruebas

postetiores, el aprendizaje.

Palabras clave: Actividades de modelizacion, experimento de

enseflanza, funciones.

ABSTRACT

The design and experimentation of a modeling sequence are
presented to reveal ideas and relationships that arise from stu-
dents when representing the development of singing talent in
a group of people over a period of time. The experimentation
was carried out with 37 students (18 years old) in a leveling
course previous to entry into a degree in Mathematics, fol-
lowing the design-based research methodology, completing a
prospective analysis, classroom experimentation, and redesign
assessment cycle. Emerging categories were identified from
an inductive analysis to classify the students’ representation
models: linear, piecewise linear, smooth, discrete, and alterna-
tive. The results show that the students used both their prior
knowledge and the insights gained during team interactions to
represent the characters’ stories and illustrate the development
of talent over a period of time. Additionally, it was notorious
that to depict crucial moments, the students explored the
characters’ behavior around these. The ideas about functions
that the students revealed while solving the proposed situations,
as well as possible design improvements that could support

learning in subsequent studies, are discussed.
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INTRODUCCION

Un desafio en la ensefianza de las matematicas es como estructurar y disefiar ambientes
de aprendizaje para que los estudiantes desarrollen por si mismos (y acompafiados
por su maestro) ideas matematicas formales y abstractas. El uso de representacio-
nes graficas ayuda a que puedan significar situaciones de la vida real que involucran
variables relacionadas, y puedan aproximarse al concepto de funcion de manera libre
a partir de sus conocimientos y experiencias previas, asi como de la interaccién con
el contexto de la situacion para explicar, interpretar, matematizar y comunicar sus
modelos. En la modelizacién es usual iniciar una exploracion libre que en un inicio
no demanda uso de herramientas y conceptos matematicos especificos, aunque en
el proceso germinan ideas que permiten identificar relaciones, por ejemplo, cambios
en un comportamiento a través del tiempo. Asi, es posible encauzar ideas alternativas
para que sean refinadas empujando el desarrollo conceptual al revisar si es posible que
la situacion sea matematizable o bien cuestionar y contrastar con otras situaciones
que si lo sean y puedan llegar a la formalizacién conceptual con la guia del docente.

En el nivel superior es necesario plantearse que, mas alla de formar matematicos
profesionales, se trabaja con personas para que desarrollen y refinen conocimientos
y herramientas que les permitan enfrentar las situaciones de su vida, por lo tanto se
vuelve imprescindible buscar estrategias que permitan, sin abusar de la formalidad
matematica, que el estudiante progrese en sus formas de representar situaciones que
dirijan el desarrollo conceptual a través de establecer relaciones, manipulatlas y apli-
carlas con significado. Inmersas en este desafio, es deseable preguntarse: scémo se
aproximan los estudiantes a un problema de modelizacion en el que pueden utilizar
conocimientos previos y extraer significado de la situacion?, ¢qué ideas, conceptos y

representaciones emergen en el trabajo de los estudiantes durante esta experiencia?
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Una premisa para un experimento de enseflanza con las caracteristicas descritas
sugiere que las matematicas que somos capaces de conocer son aquellas a las que
fnuestros cuerpos y mentes nos permiten acceder a través de mecanismos cognitivos
cotidianos, tales como las metaforas y mezclas conceptuales, asi como el movimiento
ficticio y los esquemas dindmicos que extienden la estructura de la experiencia corporal
(Lakoft y Nufiez, 2000; Nufiez, 2020). Ademas, el uso de analogfas también puede
ser un medio para el entendimiento de conceptos matematicos (Priestley, 1979). Otra
premisa para este experimento, de acuerdo con Harel (2013), es que para provocar
una necesidad intelectual de un concepto matematico en los estudiantes es deseable que
participen en actividades matematicas que sean reales para ellos, para las cuales vean
un proposito. Inicialmente esto puede significar problemas que surgen en el mundo
“real” (extra-matematico) y para los cuales parten de sus experiencias previas (tanto
escolares como del contexto), a medida que los estudiantes progresan, las matematicas
se vuelven parte de su mundo y los problemas matematicos “abstractos” se vuelven
igualmente reales. Siguiendo las ideas de Piaget y Brouseau, Harel (2013) expresa
que para cada pieza de conocimiento existe una situacion fundamental apropiada
para darle significado a un concepto matematico. Por otra parte, el aprendizaje de
las matematicas, para Lesh y Doerr (2003), es un proceso de desarrollo de sistemas
conceptuales o modelos que surgen cuando los estudiantes analizan situaciones de
resolucion de problemas que tienen mas de una respuesta y cuya solucion no es un
namero o una palabra, sino situaciones que ameritan describir, argumentar y explicar.
Asi, el progreso en el conocimiento se da a partir de las interacciones entre pares
desde experiencias personales como puntos de partida para la construccion de dicho
conocimiento.

Desde lo anterior, se propuso en el curso propedéutico una situacion en la cual
se les present6 a los estudiantes (de edad promedio 18 afios) narrativas (escritas y
en video) del desempefio de un grupo de actores que desarrollan su talento como
cantantes en un tiempo determinado. Con esta informacion ellos propusieron un
modelo sobre el comportamiento de los actores en el desarrollo del talento como
cantantes con respecto al tiempo establecido.

Este contexto logré interesar a los estudiantes al ofrecer una amplia gama de
posibilidades de interpretar y representar la situacion utilizando sus conocimientos
informales y experiencias previas escolares sobre graficas en relacion con una serie
televisiva y la constante exposicion a las graficas en los medios de comunicacion. Por
otra parte, este experimento puede animar a los docentes a implementar la secuencia
sugerida para introducir la modelizacion en el aula con la intencién de provocar el
surgimiento y refinamiento de las ideas, relaciones y representaciones, principalmente
de funciones, en un ambiente participativo que promueve las interacciones entre pares

al mismo tiempo que se desarrollan competencias para la modelizacion.
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Obijetivo

El objetivo es conducir un experimento de ensefianza con un grupo de estudiantes
(18 afos de edad) para identificar las ideas y relaciones que surgen al representar una
situacion a partir de la extraccion de significado del contexto presentado —desarrollo
de talento para el canto de un grupo de personas durante un periodo de tiempo—,
con la intencién de conocer sus concepciones y representaciones y proponer formas

que permitan extenderlas.

FUNDAMENTACION

LLa modelizacién matematica tiene una especial importancia pedagdgica y didactica, es
una forma de ensefianza congruente con las necesidades actuales de formacion de los
estudiantes que demanda habilidades para matematizar situaciones y problematicas
relevantes de la realidad cambiante y compleja. En la Gltima década se nota un cuer-
po creciente de investigacion enfocado en utilizar la modelizacion como medio para
atender uno de los mayores desafios en la ensefianza-aprendizaje de la matematica
desde la educacion basica a la superior: la desconexion entre la matematica escolar y
los contextos reales (Carreira y Blum 2021a, 2021b; Hirsch y McDuffie, 2016; Leung
et al., 2021; Rosa et al., 2022; Sun et al., 2021).

En armonia con lo anterior, en este estudio la perspectiva de modelos y modelizacion
(PMM) (Lesh et al., 2000; Lesh y Doerr, 2003) se utiliza para el disefio de la actividad
con la intencién de motivar el aprendizaje con experiencias en las cuales los estudian-
tes puedan crear y refinar sus propias ideas, asi como para analizar las tareas y sus
producciones. En esta perspectiva, un modelo es un sistema conceptual con el que las
personas significan sus experiencias y que consta de elementos; relaciones entre elemen-
tos; gperaciones que describen como interactian los elementos; y, patrones o reglas que
se aplican a las relaciones y operaciones. No todo sistema conceptual es un modelo;
el modelo se utiliza para referirse al sistema conceptual con el que las personas dan
sentido a sus experiencias (Lesh y Doerr, 2003). Estos modelos sirven para describir
otro sistema, pensar en ¢l, darle significado, explicatlo, o bien hacer predicciones sobre
¢l (Lesh et al., 2000). Los modelos pueden expresarse externamente utilizando com-
binaciones de medios de representacion: acciones fisicas, lenguaje hablado, lenguaje
escrito o simbolos (metaforas y ecuaciones), imagenes, graficos, tablas y diagramas.

Las tareas en la PMM permiten un amplio rango de aproximaciones a la solucion.
Estas son conocidas como actividades provocadoras de modelos (Model Eliciting Activities,
MEA) y sustentan su diseflo en seis principios —que seran utilizados en este estudio
para el disefio y validacion de las tareas propuestas—: realidad, construccién del mo-
delo, autoevaluacién, documentacion, generalizacién y prototipo simple.

Para Lesh et al. (2000), las actividades provocadoras de modelos presentan un

problema de la vida real o situacion auténtica (principio de la realidad) a resolverse de
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forma colaborativa en equipos de estudiantes. Estan disefiadas para centrarse en una
comprension mas rica, profunda y de orden superior de los conceptos matematicos,
no son prescriptivas de dichos conceptos. Por ejemplo, en la situacion que aqui se
presenta (figuras 1, 2 y 3), el concepto de funcién no se enuncia en el problema,
aunque aparece casi inevitablemente en la diversidad de modelos que proponen los
alumnos (principio de construccion de modelos). Para asegurar que el modelo responde
adecuadamente se establecen criterios claros que debe cumplir (autoevalnacion) y que
permiten que el estudiante valore qué tan cerca esta de una respuesta. Las actividades
ameritan respuestas que van mas alla de una respuesta Gnica, asf la situacion demanda
que los estudiantes justifiquen, acepten, discutan y expresen ellos mismos sus ideas
a los demas estudiantes (documentacion). Ademas es importante que el modelo obte-
nido pueda llegar a la generalizacion y utilizarse para interpretar situaciones similares
(prototipo simple).

Para Lesh y Doerr (2003), los modelos generados residen en la mente de los
resolutores y durante el proceso de modelizacion requieren desarrollarse y comuni-
carse mediante una amplia variedad de representaciones: verbales, visuales, graficas,
simbdlicas, entre otras.

Las actividades provocadoras de modelos ayudan a revelar las debilidades y for-
talezas de los estudiantes y, por ello, son poderosas para planear la instruccién futura.
No obstante, Doerr (2016) nos recuerda que para lograr el desarrollo conceptual se
requiere que las actividades provocadoras de modelos se complementen con otros
tipos de actividades previas, para familiarizar a los estudiantes con el contexto a tratar,
y posteriores, para explorar y extender sus ideas. Asi, en este estudio se propone una
secuencia de desarrollo de modelos, como lo sugiere Doert, que motiva representa-
ciones de diferentes funciones para modelizar situaciones de cambio en el tiempo.

El concepto de funcidn es de los mas utilizados para modelizar situaciones (Ca-
macho et al., 2017; Montero et al., 2020; Suarez y Cordero, 2008; Toro et al., 2018;
Vargas et al., 20106), este se apoya en multiples representaciones: verbales, patrones
geométricos, variables independientes y dependientes, pares ordenados, diagramas,
secuencias, graficos de barras duales, graficos en el plano cartesiano y el simbolismo
funcional f{x). Makonye (2014) argumenta que las representaciones multiples que co-
mienzan con lo informal y cotidiano y luego progresan gradualmente hacia lo formal
y abstracto ayudan a los alumnos a comprender las grandes ideas de las funciones en
matematicas. La autora sugiere que la modelizacién matematica es una aproximacion
que promueve el uso de diferentes representaciones y es una plataforma que facilita
un enfoque realista de la enseflanza de las funciones que puede extenderse a otros
temas matematicos.

Entre las investigaciones centradas en la modelizacién es notable la presencia de

las graficas como una herramienta transversal o medio de representacion para externar
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los modelos que residen en la mente de los estudiantes para interpretar situaciones.
Dicha interpretacion se realiza a partir del desarrollo de argumentos cualitativos en
escenarios con profesionistas en sus practicas (Pérez-Oxté y Cordero, 2022) para ot-
ganizar la informacién y mostrar procedimientos y técnicas (Tuyub y Buendia, 2017)
y resaltando la importancia de la utilizacién de datos reales (Borba et al., 2016). En
este mismo sentido, Moreno y Alvarado (2021) encuentran que las representaciones
graficas, de una situacion real modelizada por los estudiantes mediante funciones,
estan condicionadas por sus experiencias previas formales e informales, y al revisarse
en lo colectivo se refinan sus interpretaciones y progresan hacia representaciones
tabulares y simbolicas.'

Por su parte, Trigueros (2023) encuentra que al tratar con un problema abierto
de modelizacién que implica indagar el comportamiento de una innovacion, los
estudiantes de ingenierfa se aproximaron en un inicio a partir de representaciones
de graficas de funciones y esto les permiti6é dar sentido a la situacion, y de manera
gradual empez6 a aparecer la relacion del cambio a través del tiempo, hasta llegar a
ideas que les permitieron expresar sus modelos en términos de un lenguaje que les
llevo a las ecuaciones diferenciales.

En el presente estudio las representaciones que utilizan los estudiantes patra
modelizar una situacion de cambio en el tiempo son analizadas y se reconoce el
potencial para tratar con funciones que se salen de las que usualmente son utilizadas
en el contexto escolar.

La propuesta resulta novedosa, puesto que los estudiantes plantean los elementos
a tomar en cuenta para representar y evaluar el talento de un grupo de personas a
través del tiempo, sin forzar necesariamente a una representacion funcional directa o
clasica. Ademas se promueve la relacion de elementos fundamentales del concepto de
funcidon, como dominio, imagen, que la funcién esté bien definida, asi como el analisis
y relacion de la “cercania” a un momento especifico en el dominio y cémo esto se
refleja en el contradominio, lo cual permitirfa en un futuro introducir naturalmente

las nociones de limite y de continuidad de una funcion.

METODOLOGIA

Esta investigacion es cualitativa e intervencionista, al ser un experimento de ensefianza

que crea y evalia condiciones para el aprendizaje, por ello es apropiada la metodolo-

' En esta investigacion los estudiantes predecian con una grafica la propagacion de un virus en una

poblacion y al contrastarla con la grafica resultante de una simulacién analizaban las diferencias.
u icci i i u i i6 i i ue su

En sus predicciones era decreciente, mientras que en la simulacién era creciente, debido a que s

interpretacion era “a medida que pasa el tiempo, caen mas enfermos” en lugar de “conforme el

tiempo avanza se incrementa el nimero de enfermos”.
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gia de investigacion basada en el disefio, que, a decir de Bakker y van Eerde (2015),
implica ciclos iterativos de concepcion del disefio, observacion, analisis y redisefio,
acompanados de una retroalimentacion sistematica desde los resultados con los
estudiantes. En estos experimentos se anticipa como las formas particulares de en-
seflar funcionan y estudiarlas conduce a una mayor comprension de las mismas. Las
fases implicadas son: preparar el experimento centrandose en fundamentar el disefio
y anticipar la respuesta de los estudiantes, experimentar para apoyar el aprendizaje y
realizar andlisis retrospectivos de los datos generados con los alumnos (Cobb y Grave-
meijer, 2008). Las primeras dos fases se documentan mas adelante en la seccion de
resultados, mientras que la tercera fase, de analisis retrospectivo, se encuentra en la
seccion de discusion y conclusiones.

En el proceso de disefio y evaluacion de las tareas se consideraron los principios
dela PMM (Lesh etal., 2000) para asegurar que los estudiantes expresaran significados
personales en la variedad de modelos con los cuales explicaban o representaban el
comportamiento de diferentes personajes en una situacioén de desarrollo de talento
a través del tiempo. Ademas debian comunicar sus modelos y valorar los de otros.

Para disponer (motivar e interesar) a los estudiantes se utiliz6 como contexto de
la situacion la serie televisiva Glee (Fox, 2009-2015), teniendo en consideracion que
motivo articulos académicos con el objetivo de analizar la serie desde la perspectiva de
la representacion de la diferencia o diversidad como sefia o marca de identidad de los
personajes adolescentes y disparador de las tramas narrativas que repasan los aspec-
tos que mezclan la cultura popular y la impopularidad de sus personajes (Gonzalez,
2011). Esta serie se convirtié en un fenémeno televisivo en virtud del gran éxito de
audiencia y ante la critica, este contexto atrajo notablemente a los estudiantes y pro-
voco numerosas discusiones que pusieron de manifiesto tanto aspectos matematicos

como sociales y culturales que para ellos resultaban significativos.

Descripcion de la secuencia propuesta a los estudiantes

Como actividad de calentamiento se presenta a los estudiantes un trailer de la serie
televisiva Glee, para mostrar la conformacién de un grupo de canto, donde jovenes
interesados desarrollarian su talento en ese ambito, ademas de la forma secuenciada,
en diferentes épocas, en que sucede la historia.

Enseguida se propone que los estudiantes resuelvan la actividad provocadora de
modelos que consta de dos partes. En la primera los estudiantes proponen un modelo
del desarrollo del talento como cantantes de los actores o personajes, de acuerdo con
la informacién proporcionada acerca de ellos (Figura 1), tomando como dominio el

tiempo de la serie.
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Figura 1
Parte I. Actividad provocadora de modelos sobre la serie televisiva Glee, de la cadena Fox,
presentada del 2009 al 2015

La serie Glee, consté de 6 temporadas anuales de 2009 a 2015. En los actores que interpretaron a los petsonajes
se puede hablar de que intentaron desarrollar su talento como cantantes. ¢Qué fue de las carreras como
cantantes de algunos de sus protagonistas?

Lea Michele, actriz, autora y cantante estadounidense de teatro, cine y televisién. Con una voz de soprano
podetrosa, interpretd a Rachel Berry en dicha setie. Activa a la fecha como cantante. Con talento desarrollado
previamente a la serie y ambicién por el canto, en todo momento.

Chris Colfer, actor, cantante y escritor estadounidense. Interpreté a Kurt Hummer en Glee, con voz de
contratenot, recibi vatios premios por su actuacién entre los que se encuentra el Globo de Oro como mejor
actor de reparto de setie o miniserie o telefilme 2010. A partir del 2012 es reconocido como esctritor de libros
infantiles dejando, poco a poco, en el olvido el canto. Desatroll su talento y ambicién como cantante durante
la serie, sin embargo, en algin momento -dentro de las temporadas de la serie- de manera drastica dedica
menos tiempo al canto pues su ambicién cambia a otro de sus talentos: esctibir cuentos.

Cory Monteith, fue actor y musico canadiense. Interpret6 a Finn Hudson en la setie, con voz de baritono. Fallecié
en julio de 2013 cuando iniciaba la quinta temporada de la serie. Desarrollé su talento y ambicién como
cantante durante la setie, hasta su muerte.

Darren Criss, actor, cantante y compositor estadounidense. Interpret6 a Blaine Anderson en dicha serie. Con
voz de tenor estd vigente como cantante. Desarrollé su talento y ambicién como cantante durante la serie
aunque ya tenfa tablas desarrolladas antes de que fuera contratado, en la segunda temporada.

Lauren Potter, actriz, defensora de personas con discapacidades y comediante estadounidense. Interpretd a
Becky Jackson, personaje secundatio, animadora con sindrome de Down en la setie. Sin talento ni ambicién
como cantante. Su participacién termina al final de la quinta temporada.

Vanessa Lengies, actriz, cantante y bailarina canadiense. Interpretd a Sugar Motta en Glee, un personaje con voz
desafinada y que con el tiempo va mejorando. Aqui el personaje no tiene desarrollado su talento, pero si tiene
una gran ambicién. En este caso, se considera mas al personaje que a la actriz. El personaje apatece en la
tercera temporada y desaparece al final de la quinta abandonando el canto.

¢Como pueden representar el desarrollo del talento como cantantes, de cada uno de los actores o su personage, de manera que lo
puedan comparar durante el tiempo que estuvo vigente la serie? Tengan en cuenta que solo el caso de Vanessa Lengies es tratado
con base en el personaje en lugar de como la actrig. Justifiquen en cada caso el por qué de la representacion propuesta. ;Como
describirian el desarrollo del talento como cantantes de los personajes desde que inicid la serie en el afto 2009 hasta su conclusion
en 20157

Fuente: Elaboracion propia.

En la segunda parte de esta actividad los estudiantes identifican momentos cru-

ciales y decisivos en el desarrollo de talento de los personajes (Figura 2).

Figura 2
Parte 11. Actividad provocadora de modelos sobre la serie televisiva Glee, de la cadena Fox,
presentada del 2009 al 2015

Desde la representacion propuesta, ¢pueden identificar momentos cruciales y decisivos del desatrollo
de talento de los participantes? Por supuesto, dos de ellos se presentan al principio y al final de la

serie. Pero en los momentos intermedios, ¢pueden distinguir algin momento que sea crucial?

Fuente: Elaboracién propia.
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Ademas se solicita que propongan posibles situaciones donde establezcan un
guion asociandolo a una representacion grafica (Figura 3). El objetivo es propiciar
exploraciones en la cercania a un determinado momento, discutiendo las interpre-

taciones generadas.

Figura 3
Actividad de exploracion. Talento y expectativa

Imaginen y describan algunas situaciones en el guion de personajes ficticios en donde se pueda
observar el desarrollo de su talento en el tiempo y se hagan evidentes momentos en los que:

I El desarrollo del talento y la expectativa de este sean coincidentes.

II. El desarrollo del talento y la expectativa no sean coincidentes.

11l. Se desarrolle el talento y la expectativa sea nula.

Iv. No se desarrolle el talento y que si se tenga |a expectativa de desarrollo.
V. No se desarrolle el talento y no haya expectativa de desarrollo.

Para cada personaje proporcionen en una sola grafica el desarrollo de talento y la expectativa en el
momento solicitado.

Fuente: Elaboracién propia.

Mais adelante en la seccion de resultados en la Fase 1 se ofrecen detalles de las

expectativas del disefio.

Contexto, participantes y recoleccion de datos

La experimentacion de la secuencia tuvo lugar en un curso propedéutico de la Li-
cenciatura en Matematicas en una universidad mexicana, con un grupo de 37 estu-
diantes recién egresados de la educacion media superior y con edad promedio de 18
afios. Ellos cursaron sus estudios por mas de un afio en modalidad virtual dadas las
condiciones de la pandemia de COVID-19 iniciada a principios del afio 2019. Los
estudiantes provenian de diferentes bachilleratos, se solicitaron los permisos necesa-
rios con las autoridades del plantel de nivel superior al que los estudiantes ingresaron
interesados en cursar la Licenciatura en Matematicas. En el grupo manifestaron que
principalmente habian tenido experiencias de ensefianza expositiva en la cual se les
explicaba un tema (mediante un video o en sesion sincrona en linea) y se les dejaban
ejercicios para practicar lo explicado; en general refieren un escaso tratamiento de
ideas asociadas a la materia de calculo diferencial en el afio de ensefianza virtual.

La organizacion del trabajo en el aula fue primero grupal para presentar la situa-
cion y asegurarse de que los estudiantes habian entendido la tarea, previamente se
organizaron 12 equipos de entre tres y cuatro participantes cada uno y ellos eligieron
un nombre de un matematico o una matematica con la que se sintieran identificados
una vez que investigaron sus biograffas (Ptolomeo, Curie, Hilbert, Lamarr, Weiers-

trass, Hooper, Mirzakhani, Riemman, Russell, Kepler, Brower y Wiles). Posterior-
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mente tuvieron lugar presentaciones grupales de las producciones en equipo. En
la implementacion participaron dos docentes, una de ellas ademas investigadora y
uno que apoyo para el monitoreo, la recoleccion de evidencias y para coordinar las
presentaciones grupales.

Los datos recolectados durante la intervencién fueron fotografias de las pro-
ducciones de los equipos, notas de campo y videos de las exposiciones en plenaria.
Las evidencias fueron analizadas por la maestra que estuvo frente a grupo, asi como
por los investigadores separadamente para crear categorias de manera inductiva a
fin de entender el razonamiento que evidenciaron, de manera verbal y escrita, los
estudiantes durante el trabajo colaborativo y las representaciones para resolver la
situacion. Los resultados anteriores fueron discutidos entre maestra e investigadores
para llegar a acuerdos por triangulacién. Posteriormente se condensaron los datos,
agrupandolos en las categorias convenidas de acuerdo a las representaciones grafi-
cas utilizadas: discretas, utilizando areas con dos o mas variables, lineales a trozos y
suaves. En las presentaciones de sus producciones en plenaria, la atenciéon se centrd
en la interpretacion de la situacion y los argumentos que ofrecfan para justificar su
representacion grafica de la situacion, ademas de identificar aquellos que permitian

establecer conexiones con el sistema conceptual de Zwite.

RESULTADOS

Se muestran los resultados del disefio y la implementacion en el aula, organizados de

acuerdo con las fases de la metodologfa.

Fase 1. Preparacion para el experimento: analisis prospectivo

En esta fase, ademas de disefiar las actividades propuestas a los estudiantes (figuras
1, 2y 3), se anticiparon posibles respuestas derivadas de pilotos con personas que no
participaron en la fase 2 (estudiantes de primeros semestres de licenciatura y docentes
de bachillerato). Dichas actividades se sugieren para introducir el concepto de funcidn
cuyo dominio es el tiempo (desarrollo de talento) y variantes que puedan surgir en
una misma funcién basadas en lo que se espera en un momento dado (ambicién o
expectativa), es decir, situaciones cruciales que generen cambios en la regularidad de
la representacion grafica.

En la actividad de calentamiento se presenta un trailer sobre la serie Glee, espe-
rando acercar a los estudiantes al contexto, debido a que la sexta y ultima tempo-
rada se present6 en el ano 2015. En la actividad provocadora de modelos (Figura
1) se esperaba que la informacién dada fuera un buen indicio para que los equipos
pudieran describir el comportamiento del desarrollo del talento de cada uno de los
personajes o actores mencionados, mediante funciones lineales o lineales a trozos

(como se anticipa en la Figura 4), o incluso que lo expresaran como combinaciones
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de lineales, lineales a trozos y de funciones “suaves” (Figura 5); en todos los casos
se esperaba que estas funciones o representaciones arrojaran valores reales. Esto
puede ocasionar dificultades para tratarlas en momentos especificos, lo que les darfa
el caracter de funciones discretas. Otra situacion que se puede presentar es el valor
que darfan los estudiantes a cada punto en el intervalo, el cual podria ser de orden
cualitativo o cuantitativo, segin su interpretacion. El modelo se presentaria de forma
grafica. Aun si el valor fuera cualitativo se le podria asignar un valor numérico. La
idea principal era que en los equipos propusieran la funcién definida en un punto,
como el desarrollo de talento en un momento dado.

En las figuras 4 y 5 se presenta una propuesta anticipada (basada en las pruebas
piloto) de modelos lineales, lineales a trozos y suaves de cada personaje, en términos

de la descripcion basada en el tiempo.

Figura 4
Ejemplo de grdficas esperadas: lineales a trozos

Darren

Desarrollo del talento
como cantantes

Lauren
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Tiempo en el que se transmitio Glee

Fuente: Elaboracién propia.

Especificando mas detalles, se espera en las descripciones de las funciones de
los equipos que:
a) Identifiquen y representen la relacién positiva entre el tiempo dedicado al
canto y el desarrollo del talento.
b) Definan las funciones en todo el tiempo que duro la serie y, dado que todos
menos Becky en algin momento mostraron habilidades como cantantes, las
funciones sean crecientes en algunos momentos, y en general, haya crecimiento

entre el inicio y el fin de la serie.
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Figura 5
Ejemplo de representaciones esperadas: suaves y lineales a trogos
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Fuente: Elaboracion propia.

c) Las representaciones o funciones no tomen valores negativos, pues no po-

drfamos hablar de talento negativo.

Enla segunda parte de la actividad provocadora de modelos (Figura 2) se buscaba
que en los modelos propuestos se pudiera analizar la secuencia de las escenas como
suele hacerse cuando una persona ve las peliculas en la plataforma, con las facilidades
de adelantar y retroceder escenas, es decir, estudiar el comportamiento en momentos
cercanos a uno dado. Esta facilidad no se presentaba en la television de los canales
tradicionales y nos brinda una buena oportunidad para desarrollar la nocién de cer-
canfa a un momento crucial a través del analisis de sucesiones de escenas. La idea era
introducir la exploracién en momentos cruciales mediante el proceso de: 1) asociar
un punto al momento critico; 2) analizar lo que ocurre con la funcién antes y después
de ese punto, y 3) verificar la coincidencia observada al acercarse a dicho momento
con el valor asignado al desarrollo de talento en ese momento (valor funcional).

Se esperaba que el profesor cerrara la discusion estableciendo la analogia entre
desarrollo de talento/ expectativa y valor de la funcion. Para ello, se le puede llamar “expec-
tativa” del talento en un momento al valor que se obtiene por la tendencia de la
grafica del desarrollo de talento (antes y después de ese momento). Asi, el talento es
la valoracion real en ese momento, mientras que la expectativa es lo que se “espera”,
segun el comportamiento de la grafica.

La expectativa del actor de ser también cantante, en un momento determinado,
se puede explorar en la cercania, es decir, en lo que ocurre a medida que nos acerca-

mos a un momento en el tiempo, como en muchas peliculas, viendo lo que ocurrié
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antes e ir avanzando; o lo que ocurri6 después de un suceso critico, retrocediendo.
El guion va dando la pauta a medida que nos acercamos.

En la dltima actividad (Figura 3) se pretendia propiciar exploraciones en la cer-
canfa a un determinado momento discutiendo las interpretaciones de los estudiantes.
Para reforzar el conocimiento generado se invirtio la actividad proponiendo posibles
situaciones, donde el alumno estableciera un guion asociandolo a una representacion
grafica. Por ejemplo, el joven Jeffrey, integrado recientemente, en el momento de la
practica (3.5) ha mejorado y la tendencia antes y después de ese momento ha sido
cercana a la valoracion en el momento (3.5), segun el reporte dado por el profesor
Schuester, 1o cual es bien visto y vitoreado por los compafneros del grupo de coro, pues
recuerdan que en ese entonces lo escucharon cantar “Somewhere only we know” de

Keane. Asi, una representacion grafica podria ser la Figura 6.

Figura 6
E/ talento y la expectativa son coincidentes

Talento

Expectativa=f(x)q

T T X T T )

Tiempo

Fuente: Elaboracion propia.

Un ejemplo para II) se representa sobre la Figura 7, esta grafica podtia corres-
ponder a un guion como el siguiente: en el momento (3.5), el joven Gareth participod
en la competencia de coros “Up”, junto con sus compafieros del grupo Glee. El
clima del ambiente y la energfa del grupo le hicieron mostrar en el escenario una
actuacion extraordinaria en un solo. Todos ellos cantaron “We are the Wotld”, de
Michael Jackson. Sin embargo, la entrenadora de porristas Sue Sylvester no dudo en
sefialar dias después que “poco le duré el gusto, pues Gareh seguia igual de mediocre
que antes de la competencia”, lo cual lamentablemente fue respaldado por el profesor
Schuester, indicando sin embargo que le pondria una calificacion excepcional en ese

momento. Todos sus compafieros no dudaron en darle animos.
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Figura 7
E/ talento y la expectativa no son coincidentes en un punto
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Fuente: Elaboracién propia.

Fase 2. Experimentar para apoyar el aprendizaje

Enseguida se presentan los resultados de los equipos, organizados por tareas.

Resultados de la experimentacion. Sesion 1, tarea 1

Se presentd un video de cinco minutos para familiarizar a los estudiantes con el
contexto. En €l aparece un grupo de actores y pequefios extractos de su paso por
una serie televisiva de seis temporadas. Algunos de los estudiantes comentaron que
estaban familiarizados con la serie y hablaron de lo que conocian acerca de los actores.
Enseguida se les present6 la situacion en la cual se describen guiones del compor-
tamiento del desarrollo del talento de los actores como cantantes y la ambicion de
cada uno de ellos (Figura 1). Con base en la informacion presentada se les pidié que
representaran graficamente el desarrollo del talento como cantantes de cada uno de
los actores o su personaje, de manera que lo pudieran comparar durante el tiempo
que estuvo vigente la serie (2009-2015). Los equipos, ademas de realizar la represen-
tacion grafica, indicaron el por qué de la representacion propuesta y describieron el
desarrollo del talento como cantantes de los personajes durante el tiempo de la serie.

Alaluz de los datos obtenidos se propusieron categorias emergentes en consenso
con la maestra y los investigadores y se analizaron los resultados de la implementa-
cién (Tabla 1).

En la siguiente seccion se discute sobre las graficas producidas por los equipos,
considerando las categorias de representaciones de funciones: suaves, lineales a trozos,

alternativas y discretas.
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Tabla 1

Representaciones graficas utilizadas por los estudiantes para interpretar la situacion propuesta en la actividad provocadora de modelos (Fignra 1)

Representaciones

Equipo y descripcion de su representacion

Suaves
Equipos:
Riemann,
Weierstrass y
Russell
(Figuras 8b-5,
8b-6 y 8b-7)

<

Representan la informacion con funciones reales continuas y “suaves”, también usan algunas lineales a trozos, cuyo
dominio es un intervalo, del tiempo que durd la serie en sus seis temporadas, o bien es un intervalo mas amplio que
incluye tiempo antes y después de la serie. En el contradominio, representan el nivel de talento como un segmento de
linea vertical sin valores, que podemos interpretar como un intervalo de nimeros no negativos que inicia en 0, a pet-
sonajes sin talento inicial les dan este valor de talento. Asi, entienden que puede haber talento nulo, pero no negativo.
Ademas, todos otorgan el maximo valor de talento a Rachel, en cada momento, de hecho, algunos de ellos representan
este valor como constante. Todos pudieron identificar momentos cruciales como: la muerte de uno de los personajes
(el dominio de su grafica termina el afio en que murid, o la grafica después de la muerte del actor decrece y es pun-
teada). Otro ejemplo es cuando el talento de Chris disminuye ya que deja de lado su ambicién (la grafica se vuelve
decreciente), o el momento en que Vanessa entra al programa (empiezan su grafica en ese momento, o la empiezan
como las demas, pero con valor 0, hasta que entra al programa, y crece), y cuando sale del programa, algunos acaban
la grafica de este personaje ahi, y otros la contintian, pero se vuelve decreciente. Todos los equipos hacen un analisis
cualitativo, pues no tenfan valores de “talento” ni sabfan fechas especificas, este andlisis presenta rasgos cuantitativos,
dado que asignan “valores” al comparar entre los distintos niveles de talento, aunque sin ser especificados en el eje Y.
Es destacable que uno de los equipos representa el desarrollo del talento previo a la serie, durante, y después de que
culmina, y que apoya la informacién otorgada en el texto y video con su conocimiento de la serie o de los actores, por
lo que sus graficas son més detalladas.

Lineales
por trozos

Kepler,
Mirzakhani,
Lamarr, Brouwer,
(Figuras 8a-1,
8a-2,8a-3, 8a-4)
Ptolomeo

y Hooper

Las funciones lineales a trozos son presentadas por estos equipos, se observa que Kepler, Ptolomeo y Hooper dan un
enfoque cualitativo a las variables que presentan en los ejes X vy Y; sin embargo, Kepler parece trabajar las variables
de manera discreta, y Ptolomeo y Hooper parecen trabajarlas de manera continua. A diferencia de las tres propuestas
anteriores, las de los equipos Mirzakhani y Lamarr se acercan mas a lo esperado pues trabajan el dominio en el tiem-
po, lo que podria llevarles a una funcién continua, y aunque intentan trabajarlas asi, se observan dificultades en los
momentos cruciales, por ejemplo, dar una linea vertical en la grafica sobre un punto, quitindole la caracteristica de
funcién. El equipo Brouwer, a diferencia de los equipos anteriores, coloca la escala del tiempo en el eje Y y sin indi-
cacién explicita muestra el crecimiento o decrecimiento del personaje mediante graficas con picos conforme avanzan
las temporadas. En general, presentan las ideas de “desarrollo de talento” y “expectativa” (definicién de la funcién y
exploraciéon de la cercanfa) en gréaficas separadas.

Alternativas

Los Curie
(Figura 8b-8)

En el andlisis realizado para el equipo de Los Curie se observa la representacién de la informacién a través de figuras
dentro de una grafica donde el ¢je horizontal indica a los personajes y el vertical los afios de las temporadas de la
serie. Las longitudes de las bases inferior y superior de la figura de cada personaje representan la cantidad de talento
en sus primera y ultima apariciones en la serie. Las longitudes de las figuras se compararon cualitativamente si eran
mayor, menor o igual. Los momentos cruciales se identifican de manera implicita en las graficas, pues el equipo no
lo indica explicitamente.

Discretas

Wiles y Hilbert

En el equipo Wiles se enfocan en identificar con cada personaje el intervalo de participacion en la setie en una linea de
tiempo. Al intentar una grafica bidimensional, en el eje X consideran el nimero de las temporadas de la serie, mientras
que en el eje Y toman en cuenta las mismas temporadas, pero expresadas en afios. Por su parte, en el equipo Hilbert
establecen una escala de 0 a 10 para medir el talento como cantante, asignan una calificacion inicial y una final a cada
personaje, organizan la informacién en una tabla y la extienden a dos graficas de barras. Calculan los promedios gru-
pales de inicio y final para explicar que, en general, se puede ver un incremento en talento. Al explicar se enfocan en
los casos atipicos, es decir que por alguna razén bajaron al final en su desempefio, como es el caso de Chris Colfer al
enfocarse en su labor de escritor o Cory Monteith por su deceso en la quinta temporada. Las representaciones de estos
equipos son limitadas con respecto a los demds y logran refinar su modelo hasta la presentacion grupal de producciones.

Fuente: Elaboracién propia.
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Figura 8a
Representaciones de los equipos Kepler, Mirzakbani, Lamarry Brouwer
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Fuente: Producciones de los estudiantes.
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Figura 8b
Representaciones de los equipos Riemann, Weierstrass, Rusell y los Curie
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Fuente: Producciones de los estudiantes.
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Interpretacion funcional de algunas producciones

En el caso de las representaciones alternativas, como la de Los Curie, para interpretar
el comportamiento de cada personaje como una funcién de R en R se podria decir
que consideraron el eje vertical como dominio (representando al tiempo de las tem-
poradas que durd la serie) y el contradominio serfa, de acuerdo a cada personaje, un
intervalo de los reales, intentando asignar la cantidad de talento en un momento dado
mediante la longitud de un segmento. Por ejemplo, Lea Michele (Rache/) al iniciar la
temporada uno (2009) presenta la mayor amplitud de la longitud del extremo inferior
en comparacion con los demas personajes, esto sugiere la consideracion de un mayor
talento al iniciar. A lo largo del dominio (en otras temporadas) se visualiza un incre-
mento continuo proporcional (comparando con las producciones de otros equipos
podtia decirse que lineal). Al valor de la funcién en el momento que finaliza la serie,
se observa que dejan abierto el intervalo en ese extremo, ellos lo interpretaron como
la posibilidad de seguir desarrollando/perdiendo talento, aunque la serie termine. En
la produccién de Chris Colfer y Darren Chriss se reconoce que la informacion de
estos personajes se mezclo y esto no ayudo a la interpretacion.

En las producciones discretas, como la del equipo Wiles, al pedirles un modelo
para comparar el talento como cantantes de los personajes ellos se enfocaron en el
tiempo de permanencia de cada uno en la serie. Lo que tienen en comun las produc-
ciones discretas (Wiles y Hilbert) es la consideracion de dos momentos (inicio y fin),

dejando de lado el comportamiento en momentos intermedios.

Resultados de la experimentacion. Sesion 2,

actividad de exploracion de modelos. Talento y expectativa

La conformacion de los equipos se mantuvo, todos realizaron guiones sobre personajes
ficticios correspondientes con los criterios establecidos (Figura 3). Se nota el cuida-
do en establecer el dominio como un intervalo de tiempo asociado a la grafica de la
funcion relacionada con su narrativa, también se identifican los momentos cruciales
y de cambio en las graficas. Por ejemplo, el equipo Ptolomeo cred una historia que
se llama “El coro del jardin”. Entre los personajes se refiere a Margarita para ilustrar

que el desarrollo de talento y la expectativa no son coincidentes.

Aunque no fuese la mejor cantante su esfuerzo nunca cederia e irfa en aumento gracias al apo-
yo de su familia de asterdceas. Margarita a pesar de su esfuerzo y mejorfa siempre se ha visto
opacada por su amiga Panchita, la tulipan, quien tiene un gran talento en el canto. Esto la ha
llevado a deprimirse y tener momentos en donde lo esperado en sus presentaciones de canto
ha disminuido condicionado a la precedente actuacion brillante de Panchita, ocurriendo esto en

mas de una ocasion [Extracto de produccion del equipo Ptolomeo].

En suma, esta actividad ha permitido que la mayoria de los equipos recreen una
situacion con numerosos elementos cualitativos de los que pueden extraer informacion

para proponer escalas de valores y representar graficamente las situaciones.
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DiscUSION Y CONCLUSIONES

Como lo sugieren Christensen y West (2018), un articulo que reporte una investiga-
cion de disefio debe contener la descripcion del proceso de disefio fundamentado en
teorfas del aprendizaje —los principios de disefio de la PMM en este estudio— y de los
alcances del producto —en este caso la secuencia de desarrollo de modelos (figuras
1, 2 y 3)— para proponer mejoras y que sea de utilidad tanto en la teorfa como en la
practica. Por ello, se inicia este apartado con la fase 3. Andlisis retrospectivo, para revisar
aspectos relevantes en el proceso de disefio, implementacion con estudiantes y analisis
de la secuencia de actividades para proponer mejoras.

Las actividades de modelizacion fueron una ventana que nos permitié visualizar
el pensamiento de los estudiantes en torno a la situacion planteada. De esta manera,
las ideas exhibidas fueron un punto de partida para planear la instruccion para la ense-
fianza (Lesh y Doerr, 2003; Doerr, 2016) de funciones que no son las que usualmente
se tratan en la educacion previa a la ensefianza universitaria, llegando a formalizarlas.

En esta experiencia los hallazgos son consistentes con el argumento de Makonye
(2014) referente a que las representaciones multiples que comienzan con lo informal
y cotidiano y luego progresan gradualmente hacia lo formal y abstracto ayudan a los
alumnos a comprender ideas en matematicas.

Un hallazgo en las producciones e interacciones con los equipos nos deja ver el
desarrollo de argumentos cualitativos, al igual que en estudios como los de Pérez-
Oxté y Cordero (2022), para visualizar puntos cruciales en las graficas en las que
representan el desarrollo de talento con respecto al tiempo. Asimismo, la mayoria
de los equipos al explicar acerca del comportamiento en esos puntos hablaban de lo
que ocurria antes o después. Esto es algo que se puede aprovechar para explorar la
esencia geométrica que relaciona distancias y cercania, lo cual es de suma importancia
para estudiar posteriormente la nocién de limite y continuidad.

También se observé que en los escenarios, en los cuales el desarrollo de talento
en un momento determinado se comporta de la misma manera que lo esperado (ex-
pectativa), la representacion grafica reflejaba dicho comportamiento ya sea linealmente
a trozos o en forma suave (Tabla 1 y figuras 8a y 8b).

Enla actividad de exploracién de modelos (Figura 3), en la cual se pedian guiones
que reflejaran otras situaciones, se observo lo siguiente: En el caso I), “El desarrollo
del talento y la expectativa de este sean coincidentes”, es decir, que la expectativa o
lo esperado coincida con el valor de la funcién en el momento determinado, esto no
represent6 un problema para ellos. Sin embargo, en el caso 1I), cuando la expectativa
y el valor de la funcién no coincidian en un punto dado, solo dos equipos lograron
explicar esto (en un sentido equivalente a la Figura 6). En los casos 11I) al V) se con-
sidera que el contexto y el lenguaje limitan el surgimiento de las representaciones y

sostener la conexion fiel con la matematica.
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Lo anterior sugiere que para el redisefio en el caso II) se integre con la primera
parte de la actividad agregando el pasaje en el que el talento y la ambicién no son
coincidentes, tal como se sugiere en el ejemplo de Gareth (Figura 7); mientras que
para abordar los casos del I11) al V) se requiere desprenderse del contexto extramate-
matico. Profundizar en el caso II) apoyarfa a que de manera informal se propicie un
entendimiento de que dos procesos suceden de manera coordinada y simultanea: uno
en el que la variable independiente (el tiempo) se acerca a un valor y otro en el que
la variable dependiente (talento) se acerca a otro valor. Esto explicitamente ayudarfa
en un futuro a entender que no siempre sucede que si una funcién esta definida en
todos los numeros se le puede calcular el limite en cualquier valor; mientras que el
caso I) abonarfa a revertir la idea de que el limite de una funcién en un valor solo se
calcula evaluando la funcién en dicho valor, esto al centrarse en lo que sucede en una
vecindad del punto o un conjunto de puntos cercanos y no solo en el punto especifico.

En un experimento de ensefianza se deben validar los principios en los que se
fundamenta el disefio, en este caso los pricipios fueron los de la PMM (Lesh et al.,
2000). En el principio de construccion de modelos referente al diseno de actividades pro-
vocadoras de modelos, los estudiantes generaron diferentes modelos (Tabla 1) para
abstraer informacion de un contexto de desarrollo de talento y la expectativa en un
momento dado de los personajes participantes en la narrativa. Las actividades cumplen
con el principio de la realidad sugerido en la PMM; surge en el mundo no matematico y
para darle significado parten de sus recursos cognitivos y experiencias previas (tanto
escolares como del contexto), ellos ven un propésito, las actividades de modelizacion
funcionan como una ventana a su pensamiento (Lesh et al., 2000) y provocan una nece-
sidad intelectnal (Harel, 2013) de representar la situacion y acercarse a nuevos conceptos.

Dichos modelos concedieron significado a la experiencia y fueron comunicados
(principio de documentacion) a través de representaciones graficas y narrativas, como lo
sugiere la PMM (Lesh y Doerr, 2003), que transmitian el comportamiento de los
personajes en el tiempo. Cuando se les pedia indicar un momento crucial acudian al
comportamiento en la cercanfa, momentos antes y momentos después, como se anti-
cipé en la fase 1. Este contexto social de la serie Glee, que propone la diversidad como
valor (Gonzalez, 2011), interes6 francamente a los estudiantes e incluso permitié que
propusieran considerar mas variables que pudieran capturar talentos diferenciados, y
esto los llevo a sugerir modelos de graficos de telarafia como extensioén. No obstante,
una de las limitaciones, proveniente del contexto, para explorar los casos I1I) al V) de
la actividad de exploraciéon de modelos (Figura 3) ha sido el tiempo como dominio
de la funcién, esto abre posibilidades futuras para extender este trabajo buscando y
experimentando otras situaciones cuyos contextos permitan mejores aproximaciones
informales.

Lo anterior es consistente con Harel (2013), quien sefiala que a medida que los

estudiantes progresan en las representaciones de sus modelos las matematicas se con-
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vierten en parte de su mundo y los problemas matematicos “abstractos” se vuelven
igualmente reales. Aqui, para significar al concepto de funcion se ha utilizado la situacion
de desarrollo de talento, sin embargo, es preciso que este concepto abstracto en el
mundo matematico sea igual de real; esto pone de manifiesto lo complejo de encontrar
una situacion fundamental —asumida su existencia en Harel (2013)— apropiada para
datle significado a conceptos como funciones, limites, continuidad. Asi, las ideas y
relaciones expuestas por los estudiantes motivan una reflexién sobre qué se puede
ajustar de la instruccion para dar continuidad a las ideas y relaciones generadas con
esta secuencia.

En matematicas es importante explorar momentos cruciales y la nocién de cer-
canfa o el comportamiento de una funcién cerca de esos momentos cruciales. Asf,
experiencias de este tipo nos ayudan a conectar con actividades intramatematicas en
las cuales se profundice en esto.

Este trabajo aporta una secuencia de actividades para explorar las ideas de los
estudiantes y extenderlas para acompanarlos desde la intuicion hacia la construccion
de representaciones graficas que toman informacién cualitativa que le da significado
alo que aprenden y los ayuda a la formalizacién de ejemplos de funciones que no son
convencionales en cursos preuniversitarios. Esta contribucion puede ser de utilidad
para docentes que deseen conducir una intervencion en el aula y para investigadores
que tomen la experiencia para conducir otra iteracion del disefio de la secuencia con

la intencién de mejorarla.
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